Problemes de teoria de nombres



11. (OI 1969) Demostreu que, per a tot n > 1, n* + 4 és sempre
un nombre compost.

Solucié

ndta=n'—dn2+4-4n? = (n2-2)’ —4n? = (n2 = 2+2n) (n>—2—2n).

12. (OI 1959) Demostreu que, per a tot nombre natural n, la

.. 21ln+4
fraccid m es ll'l'edllCtlble.

Solucié

Si d és un divisor de 21n + 4 i de 14n + 3, llavors d divideix també
2(21n+4)=42n+8 i 3(14n+3)=42n+9.

Per tant divideix la diferéncia que és 1.

13. (OI 1964) (a) Trobeu tots els enters positius m pels quals
2" — 1 és divisible per 7.

(b) Demostreu que no existeix cap enter positiu n pel qual
2" + 1 és divisible per 7.

Solucié

(8) A Z; es compleix que 2° =1,2! =2,22 =4 i 23 = 1 de forma que l'ordre de 2 a Z7 é 3.
Per tant 2" — 1 és divisible per 7 si, i només si, n és miiltiple de 3.

(b) De la mateixa manera, 2" + 1 sera divisible per 7 si, i només si, 2" = —1 = 6 a Z, la qual
cosa és impossible.
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14. (OI 1972) Siguin m i n enters no negatius qualssevol. Demos-
treu que

(2m)! (2n)!
m!n! (m+ n)!

és un enter. (o' =1).

Primera solucié

En primer lloc recodem que s’anomena valoracié p—ddica d’un enter a # 0, i s’indica v,(a),
I’exponent amb el que el primer p figura a la descomposicié d’a en factors primers.
De la mateixa definicié en resulta facilment que vp(a) > 0, que v,(1) = 0, i que, si a,b

sén enters no nuls, vp(a - b) = vp(a) + vp(b). Si 2 ¢és un nombre racional no nul, es defineix
m n
vp (;) = vp(m) — vp(n).
El nombre racional '—:- serd enter ssi, per a tot nombre primer p, vp(m) > vp(n).

Per tant resoldre la qiiesti6 plantejada és equivalent a demostrar que

{ vp ((2m)! (2n)!) — v, (m!n! (m +n)!) =

) = vp ((2m)!) + v, ((2n)!) — vp (M!) — vp (n!) —vp (M + n)!) 20,

per a tot nombre primer p.

[ o]
Es sabut que vp(m!) = 2 [-;g] , on [g] representa la part entera del nombre racional
i=1

m . . . p 41 m .
- F.‘sclarqueaquestasumaésﬁmtajaque, sipf Sm<pt, || =0perai>r+1.
Per demsotrar-ho primer es comprova que és cert per a m = 0, i després es pot procedir o bé
per induccié sobre m o bé simplement comptant quantes vegades apareix el factor p a m! amb
exponent igual almenys a 1, quantes amb exponent igual almenys a 2, quantes amb exponent
almenys igual a 3, etc.

Tenint aixd en compte, provar (1) és equivalent a provar que, per a tot primer p,

> [2m 2 [2n] X [m [n ~[m+n
LF 2 F - E R - 5] =

=1 i=1 4

Com que totes les sumes sén finites aquesta condicié es pot escriure en la forma

% (7 [7-B1- (- [ =
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per tant basta provar que

5]+ 3]l

per a tot primer pi tot i > 1.
Si posem

m n
— = +a 0<ax<l, —=[ ]+ , 0<B<1,
r P’] r “ -

es té

[l =2 vee (] =2l vem [ = 5]+ [5] vlevan

Per tant [] [%l_PJ_PJ_zﬁﬁy42Hpm o+ A]

que pot ser 0 o 1 segons els valors d’a i 8.
Ezemple

14!30! \
7!15!22!"23'3 -5-13.23-29 = 3121560.

Analisi del problema

Comentari: Aquest problema es podria classificar com un problema d’ofici matematic: és
prou dificil com perque no surti en una primera aproximacié “naif” perd, si se n’ha vist algun
altre de semblant, és forca rutinari. En tot cas, és prou instructiu.

Solucié: En un primer intent es pot abordar el problema per inducci6, per exemple sobre n,
tot mantenint m fix. Perd el cas n = 0 ja ens presenta problemes. Si anomenem f(m, n) a
I’expressié en qiiesti6, el cas f(m,0) és

_ (2m)!
f(m,0) = ——
1 .
que sabem que és un sencer perqué s::r:r)z' = 2’;" = C3;, sén les combinacions de 2m
elements agafats d'm en m. Arribats a aquest punt ens podem plantejar ja una pregunta
m!

rellevant: com es demostra que és un nombre sencer sense fer servir el

n | = al(m—n)!
fet que aquest nimero representa el nombre de combinacions d’m elements agafats d’n en n?



De moment deixem la pregunta a 1’aire i seguim els nostres intents de demostrar el resultat
inicial per inducci6é sobre n. Ja sabem que f(m,0) és un sencer. Ara suposem que f(m,n)
també ho és i intentem de demostrar que f(m,n + 1) també ho és:

(2m)!(2n + 2)! _ (2m)!(2n + 2)(2n + 1)(2n)!
fmntl) = o im 1) = i(nt Dnlim+nt D(m+n)!
__@m)@n) An+1)@n+1) Sy K2t D)

T minl(m+n) (n+1)(m+n+1) " m4n+ 1

Per desgracia el fet que f(m,n) sigui sencer no ens ajuda pas gaire a I’hora de demostrar que
f(m,n +1) € N. Si haguessim aconseguit trobar una relacié similar perd sumant en comptes
de muitiplcant, llavors hi hauria més possibilitats d’xit.

Ens veiem obligats a abandonar aquesta via que, malgrat el fracAs, ens ha deixat dos fets
importants que cal retenir:

2m)! 2m . 2m)!
1. gn-'% =\m |= Chwy 1 per tant % és un sencer perqué respon a un problema
combinatori.
m m! .
2. La pregunta: com es demostra que ( n ) = m és un enter sense fer servir el
fet que aquest nimero representa el nombre de combinacions d’m elements agafats d’n
en n?

El fet 1) ens condueix a reformular el nostre problema en el sentit indicat: podem trobar un
problema combinatori la resolucié del qual sigui precisament ’expressié f(m,n)?

Unes quantes manipulacionms porten 1’expressié original d’f(m, n) a una forma potser més
engrescadora en aquesta lfnia:

2m 2n
(2m)!(2n)!  (2m)!(2n)!min! [ 2m 2n min! ( m ) ( n )
m!n!(m+n)!—m!m!n!n!(m+n)!_( m )( n )(m+n)!_ m+n )
(")
Queda com a problema obert el trobar un enunciat en termes combinatoris, la solucié del qual
doni exactament aquesta expressiob.

2) La resposta es pot trobar a qualsevol llibre d’analisi algebraica o de teoria de nombres
elemental®:

Lema. El nombre de vegades que un primer p divideiz ezactament m! és igual a:

2125 5l

on [z] representa la part entera d’z.

1Veure per exemple Introduccién a la teorfa elemental de niimeros. Niven y Zuckerman, Ed. Limusa, 88-89
o bé La teorfa de los nimeros. J. Cilleruelo y A. Cérdoba. Ed. Biblioteca Mondadori, Madrid, 1992, 2-4.
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La strie anterior de fet és finta ja que quan p* > m, [I%] =0.
Amb aquest resultat és facil veure que tot primer que aparegui a la descomposicié en factors

primers d’n! o d’(m — n)! (suposant n < m) apareix a la descomposicié en factors primers d’m!
i amb exponent més petit o igual i que, si un primer p apareix alhora a la descomposicié d’n! i

Pm 5]+ =2 < (5]

és un enter.

En COIIS&]IIéHCIB, n!(m——n)’

Aixd ens déna la clau per trobar una demostracié del nostre problema: estudiem la des-
composicié en factors primers del numerador i del denominador de I’expressi6 i intentem de
demostrar que tots els factors primers del denominador apareixen a la descomposici6 del nu-
merador amb exponent més petit o igual:

Si p és un factor primer del denominador, és un factor primer del numerador. En efecte, si
p és un factor primer del denominador, p apareix a la descomposicié d’n! o d’m! o d’(m + n)!.
Lavors p < max (n,m,m + n) i per tant p < max (2n,2m,m + n). D’acf en deduim que p no
pot ser alhora > 2m i > 2n [ja que, si p < (m + n), aleshores 2p < 2(m + n)].
anem a veure que a < b:

m n m+n m+n
o = T2 - s (E ] [5)
2m 2n 2m 2n
—|+ = —l+|=
] ;([,,,] )
per un j fix. Ara podem demostrar que
resultat que es pot veure en general —si z,y > 0, [z] + [y] + [z +y] < [2x] + [2y]—, i que havfem
trobat ja a la primera resposta al problema.
y] = [z] + [y] + [r + s]; per una altra banda, 2z = [2z] + 2r i 2y = [2y] + 2s. Per tant
[2z] = 2[z] + [27], [2y] = 2[y] + [2s]. Cal, doncs, comparar les dues expressions segiients:

o
]

Ara, si p® és la contribucié del factor primer p al denominador i p® és la del numerador,
J
m+n 2m 2n
S — |+ )
5]+ B+ 5] < 5]+ 3]
Si fem z = [z] + r,y = [y] + s, llavors z + y = [z] + [y] + r + s, que ens diu que [z +
£+l ++y] = o]+ ]+ =+ bl+Ir+4]

2z] + [2y]) = 2]+ 2[y] + [2r] + [23].

N’hi ha prou, doncs, a establir que [r + s] < [r] + [s], amb 0 < r,s < 1, relaci6 immediata si
analitzem els casos possibles: 1 <r+s<2,r+s<1.



Segona solucié

Considerem la taula triangular dels valors a* = f(m,n):

1
2 2
6 2 6
20 4 4 20
70 10 6 10 70

252 28 12 12 28 252

Ara, a ull, hem de veure si és possible de trobar un lligam entre un cert a,,,, i d’altres axs, amb
k<mol<n.

S’observa forca facilment que cada element és igual a quatre vegades el que té a la fila de
sobre a ’esquerra menys el que té a 1’esquerra. Per exemple:

10=4-20-70; 6=4-4-6;, 10=4-4-6; 70=4-20—10;
28=4-70-252; 12=4-10-28; 12=4-6-12; 28=4-.10-—-12; 252=4.70—28.
Ara podrfem deduir perfectament la setena fila: primerament calculem

1210!  12.11-10-9.8.7
elole! 6!

a§ = £(6,0) = =924.
Aleshores
a} =4.a5 —a =4.252-924 = 84, etc.
Si la nostra conjectura és certa la setena filera calculada a ma i calculada amb I’expressié
anterior coincidira.
Ara, per tal de completar el problema, cal provar que

a::. =f(m,n)=4-f(m,n—1)—f(m+l,n).
Provem-ho per induccié sobre n:

2m 2m!
) 2t e

oQuann=0,a{,"=( = T .

e Suposem-ho cert par a n —1 i per a tot m. Aleshores és evident que f(m,n) € N.

Nota. Aquest metode, inductiu, és d’una gran utilitat per tal de poder “ensumar” relacions
numeriques, perd en canvi I’hem desterrat gairebé del tot de les teécniques d’ensenyament i
d’aprenentatge.



15. (OI 1975) Quan 4444*% s’escriu amb notacié decimal, la
suma dels seus digits és A. Sigui B la suma dels digits d’A.
Trobeu la suma dels digits de B. (A i B s’escriuen en notaci6
decimal.)

Solucié

Sigui N = 4444*44 j C la suma de B. Es verifica
N=A=B=C (mdd)9).
Pel teorema petit de Fermat2, com que ¢(9) = 6 i m.c.d(4444,9) = 1 es té que
44445 =1 (mdd 9).

D’altra banda, 4444 = 740 - 6 + 4 i per tant 44444444 = £4445740+4 = £ 444* (mdd 9).
Perd 4444 = 493 -9 + 7 i per tant 44444 = 7% = 7 (mdd 9). Es té doncs

N=A=B=C=7(mdd9).

Com que
log 4444444 = 4444 - log 4444 = 16210.7077 ...

el nombre de xifres d’N és 16211 i, com que A =7 (mod 9), A < 16210-9 + 7 = 145897. Per
tant el nombre de xifres d’A és com a maxim 6 i B < 5-9+ 7 = 52. El nombre de xifres de
B és doncs com a maxim 2 i la primera d’elles és < 5. D’on en resulta que C < 14 i, com que
C=7(mdd9),C=T.

Plantejament didactic del problema

1. Demostrar que la suma A dels dfgits d’'un nombre N (escrit en notacié decimal) i el
nombre N donen el mateix romanent al dividir-los per 9.

2. Demostrar que, si el m.c.d.(N,9) = 1, el romanent de dividir N€ per 9 és 1.
3. Demostrar que N = 4444444 déna com a romanent 7 al dividir-lo per 9.

4. Tenint en compte el significat de la caracterfstica del logaritme decimal d’'un nombre,
calcular el nombre de xifres d’N = 44444444,

5. Si B és la suma dels dfgits d’A, quan val la suma dels dfgits de B quan N = 44444447

Nota. Es pot utilitzar aquest problema per introduir el concepte de equivaléncia i fins i tot
per arribar al teorema petit de Fermat.

2Recordem que el teorema petit de Fermat diu que, si m.c.d(a,m) = 1, aleshores a®(™) = 1 (mdod m), a on
©(z) és la funcié d’Euler, que ens déna el nombre de ndmeros sencers 1 < k < m, primers amb m.

A



